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TURING, CHURCH E GODEL: LA
PRECISAZIONE DEL CONCETTO DI
PROCEDURA ALGORITMICA

Macchine di Turing (TM)...

Turing-computabilita di una funzione...

TM deterministiche: il modello standard di
calcolo nella Teoria della Computabilita...

Definizione. Una Macchina di Turing deter-
ministica ad un solo nastro (TM) & una qua-
drupla M = (Q,X,9,s0). @ & l'insieme finito
degli stati, dove sg € @ € lo stato iniziale, men-
tre > e l'insieme finito dei simboli, |'alfabeto
della macchina M. (@ e X2 sono insiemi dis-
giunti. 2 contiene inoltre i simboli speciali
f e >: il simbolo vuoto e il ‘primo simbolo’.
d € una funzione di transizione da @Q x @ in



(QU{H,si,no}) x X x {«+—,—,~}. H (lo sta-
to di arresto), si (lo stato di accettazione),
no (lo stato di rifiuto) e i simboli di direzione
del cursore «+— (left), — (right) e —~ (stay)
non appartengono a > U Q. ¢ e il program-
ma della macchina: per ogni combinazione di
stati ¢q € Q e simboli s € > correnti specifica
una tripla 6(q,0) = (p,p, D) dove p & lo stato
successivo, p il simbolo da sovrascrivere a q €
D € {«—,—, ~} specifica la direzione di mo-
vimento del cursore. Nel caso di>, se perqgep
vale 6(q,>) = (p,p, D), allora p=p>e D =—.
Ovvero, > dirige sempre il cursore verso destra
e non viene mai cancellato.




TURING-COMPUTABILITA PARZIALE
E TOTALE

Definizione. Una funzione numerica parzia-
le n-aria f(x1,...,xn) € parzialmente Turing-
computabile se e soltanto se esiste una Mac-
china di Turing deterministica ad un solo na-
stro T tale chef(zq,...,xn) = \U(Tn)a:l, e, xn. In
questo caso diremo che la macchina T com-
puta /a funzione f. Inoltre, se f(x1,...,zn) €
una funzione numerica n-aria totale, allora la
corrispondente funzione W%”)xl,...,xn calcola-
ta dalla Macchina di Turing deterministica ad
un solo nastro T si dira Turing-computabile.



VARIANTI DI MACCHINE DI TURING

Le macchine di Turing deterministiche (nelle
quali ad ogni istante del processo di calcolo
e univocamente determinata I'operazione suc-
cessiva che verra compiuta) sono il modello di
calcolo standard della Teoria della Computabi-
lita (astratta).

Tuttavia nella Teoria della Complessita si in-
contrano frequentemente altri modelli di cal-
colo (spesso varianti di macchine di Turing):

1. TM multinastro: viene ammessa una mol-
teplicita di nastri e di relative testine di
lettura/scrittura.

2. TM nondeterministiche: viene tralascia-
to il vincolo sul determinismo; durante una
computazione qualsiasi una macchina non



deterministica puo prevedere un numero ar-
bitrariamente grande di configurazioni de-
terministiche distinte. Otteniamo un al-
bero di possibili configurazioni nel quale
ogni ramo rappresenta una computazione
in senso strettamente deterministico.

. TM con oracolo: i processi computazio-
nali vengono relativizzati ad universi alter-
nativi; esiste un particolare stato ¢; € @
chiamato stato interroga-oracolo che puo
mutare il corso della computazione relati-
vizzandolo al responso dell’oracolo.

. TM alternanti...

Macchine a Registri...

. TM con Accesso Random...

. Circuiti Booleani....



STABILITA DEI MODELLI
COMPUTAZIONALI

Fatto: tutti questi modelli sono equivalen-
ti (convergono sulla stessa classe di funzio-
ni computabili), anche se dal punto di vista
della efficienza di calcolo ciascuno puo Si-
mulare |'altro con aumenti quadratici o
cubici del tempo di calcolo.



ULTERIORI CARATTERIZZAZIONI
DEL CONCETTO DI PROCEDURA
EFFETTIVA

e Funzioni generali ricorsive definite me-
diante il calcolo delle equazioni (Godel-
Herbrand-Kleene [1936])...

e Funzioni A-definibili (Church [1936])...

e Funzioni wu-ricorsive e funzioni parziali
ricorsive (Godel-Kleene [1936])...

e Funzioni definite in sistemi di deduzione
canonici (Post [1943])...

e Funzioni Markov-computabili (median-
te algoritmi) su alfabeti finiti (Markov
[1951])...



LA TESI DI CHURCH-TURING

Tesi di Church-Turing (Turing [1936],
Church [1936])

e funzioni intuitivamente calcolabili sono
precisamente le funzioni Turing-computabili
(o, in maniera equivalente, le funzioni par-
ziali ricorsive, o le funzioni A\-rappresentabili,
o le funzioni Markov-computabili, o le fun-
zioni computabili mediante il calcolo del-
le equazioni, o le funzioni computabili me-
diante Macchine a Registri, o le funzioni
flow-chart-computabili...)

E una tesi! Non & possibile darne una di-
mostrazione, in quanto dovremmo dimo-
strare I'’equivalenza tra un concetto formale
e un concetto intuitivo.



ARGOMENTI A FAVORE DELLA
STABILITA DELLA CLASSE

(a) Ogni funzione intuitivamente computa-
bile escogitata fino ad ora si € dimostra-
ta Turing-computabile

(b) Tutte le formalizzazioni del concetto di
funzione intuitivamente computabile in-
trodotte fino ad ora sono dimostrabil-
mente equivalenti tra di loro (nonostan-
te piu o meno profonde distinzioni for-
mali)

(c) I programmi dei calcolatori moderni so-
no teoricamente (ma non praticamen-
tel) simulabili mediante macchine di
Turing



ARGOMENTO (DEBOLE?)
CONTRO LA TESI

E possibile che vi siano funzioni computa-
bili da un agente umano ma non da una
macchina di Turing?

La mente umana potrebbe non essere si-
mulabile mediante una macchina di Turing
(almeno limitatamente all’attivita scientifi-
ca)



LA COMPUTABILITA ASTRATTA

Il fondamentale concetto di
computazione

Una computazione & un processo attra-
verso il quale, a partire da oggetti dati, det-
ti iInputs, in accordo con un insieme finito
di regole (un programma, una procedu-
ra, un algoritmo), mediante una serie di
passi (elementari), giungiamo al termine di
questa serie ottenendo un risultato finale,
I'output.

INPUT — BLACK BOX — OUTPUT



PREDICATI (TEORICAMENTE)
DECIDIBILI E INDECIDIBILI

Supponiamo che M (x1, x>, ...,xn) Sia un pre-
dicato n-ario di numeri naturali. La funzio-
ne caratteristica Cy;(¥) (dove & = x4, ..., zn)
eé data da

w1 se vale M (Z)
Cu(@) = { 0 se M(&) non vale

Il predicato M (Z) & decidibile se la funzio-
ne C; € computabile. M (%) e indecidibile
se M(Z) & non decidibile.



INDECIDIBILITA DEL PROBLEMA
DELL'ARRESTO

Teorema. (Turing [1936])

Il problema ‘®,(y) & definita’ (o, equiva-
lentemente, ‘Pr(y) |’ o ‘y € W;') & indeci-
dibile.

Non esiste un metodo generale effettivo
per scoprire se un dato programma che la-
vOora su un certo input eventualmente non
Si arresta.

Non esiste un metodo generale perfetto
per verificare in maniera esaustiva se i pro-
grammi sono liberi da possibili loops infini-
ti.



INDECIDIBILITA DELLA VALIDITA
LOGICA NEL CALCOLO DEI
PREDICATI AL PRIMORDINE
(FOL)

Teorema. (Church [1936])
La validita in FOL é indecidibile.

Non esiste una procedura di decisione per
FOL.

La procedura di semidecisione riflessa dalla
completezza deduttiva di FOL é tutto cio
che abbiamo.



DECIDIBILIA TEORICA vs
DECIDIBILIA PRATICA

Si considerino i due seguenti problemi de-
cisionali decidibili:

e Il problema Massimo Comune Divi-
sore (MCD)

dati due numeri interi positivi a e b,
qual €& il massimo comune divisore
tra a e b7

e Il problema Fattorizzazione (FAT)

dato un intero a > 1, a € un nume-
ro composto (ovvero, a non & pri-
mo)? Se a &€ composto, trovarne
la scomposizione in fattori primi, o
fattorizzazione.



L'algoritmo EUCLIDE calcola il massimo
comune divisore tra due numeri interi po-

sitivi:

EUCLIDE(q,b)

(a) seb=0
(b) allora il risultato e a
(c) in caso contrario il risultato e

EUCLIDE(b,amodb)

(dove ‘amodb’ & il resto della divisione in-

tera di a per b)

Esempio. EUCLIDE(30,21) =
EUCLIDE(21,9)

EUCLIDE(9, 3)
EUCLIDE(3,0) = 3

EUCLIDE ¢ un algoritmo di ricorrenza.



Se vogliamo sapere se un numero intero
a (a > 1) &€ un numero composto (ovvero
non & primo), dobbiamo cercare in manie-
ra esaustiva un divisore di a. L'algoritmo
ESAUSTIONE compie un tipo di ricerca
di questo genere:

ESAUSTIONE(a)

(a) k2

(b) while k2 < a

(c) se amodk = 0

(d) allora il risultato é si

(e) in caso contrario k— k+1
(f) il risultato e no

L'algoritmo ESAUSTIONE ¢ jterativo: da-
to a, una iterazione pud occorrere /a —
1-volte.



I numero dei cicli di EUCLIDE & molto
minore: dati a e b, EUCLIDE compiera al
pit 2(1 4+ logs a)-cicli.

Basta osservare, banalmente, che per ogni
due cicli di EUCLIDE il resto diminuisce
di almeno la meta.

Sia n il massimo della lunghezza (della rap-
presentazione binaria) di a e b; allora il
numero dei cicli computazionali compiuto
in una esecuzione di EUCLIDE ¢ limitato
dal valore 2(n + 2) (in notazione standard,
Ad ogni ciclo, EUCLIDE effettua una di-
visione intera. Ora, l'algoritmo usuale di
divisione intera € quadratico, ovvero lavora
in O(n?)-passi. Dunque EUCLIDE lavora
in O(n3)-passi: EUCLIDE & un algorit-
mo dal tempo cubico, e pertanto lavora in
tempo polinomiale.



D’altro canto, per ogni entrata a, un algo-
ritmo come ESAUSTIONE pud compiere
va — l-iterazioni.

Se n é la lunghezza binaria di a, queste
iterazioni corrispondono a circa 2%—passi.

ESAUSTIONE non é un algoritmo che
lavora in tempo polinomiale.



LOWER BOUNDS ASTRONOMICI

Un algoritmo come ESAUSTIONE, benche
garantisca la decidibilita del problema della
primalita, non e efficiente da un punto di
vista pratico.

Un computer che lavori ininterrottamente
a 1 GHz durante un anno effettua circa
3,2 x 1016 passi computazionali.

D'altro canto, per n = 128, 2% corrispon-
de, all'incirca, a 1,8 x 1019. Conseguen-
temente, un computer a 1 GHz impieghe-
rebbe circa 563 anni a compiere 064 passi
computazionali.

Per n = 256 2% corrisponde, all'incirca, a
3,4x 1038, Si consideri il fatto che il nostro
sistema solare ha circa 6 x 10° anni. Percid
nemmeno tutto questo tempo sarebbe suf-
ficiente per compiere 2128 passi a 1 GHz!

Siamo di fronte ad un caso di decidibilia
teorica, ma indecibilita pratica (unfeasibili-

ty).



COMPLESSITA DELLA
ELIMINAZIONE DELLE CESURE

Un algoritmo effettivo, ma non trattabile,
in Teoria della Dimostrazione ¢ quello
che scaturisce dalla procedura di cut elimi-
nation nel Calcolo dei Sequenti o di Nor-
malizzazione in Deduzione Naturale.

Teorema.
(Paris-Wilkie [1989], Pudlak [1986])

Non esiste una costante c tale che 22 rap-
presenti un upper bound per l'altezza dello
Hauptsatz, indipendente dal grado del cut
della prova che deve essere normalizzata.



Otteniamo dunque come corollario del Teo-
rema precedente,

Corollario.

Esiste un algoritmo di cut elimination che é
ricorsivo primitivo ma non elementarmente
ricorsivo; l'assegnazione

prova — prova diretta

non & Kalmar-elementare.



MISURE DI COMPLESSITA
COMPUTAZIONALE (DI UNA
FUNZIONE RICORSIVA)

e Misure di complessita statiche:

Intuitivamente, il numero dell’indice di
una funzione ricorsiva, oppure il numero
dei simboli necessari per scrivere un pro-
gramma (una tavola di istruzioni) per
una TM...



e Misure di complessita dinamiche:

Esempio.:

Il numero dei passi compiuti da una T M.
Il humero delle celle lette da una TM
durante un processo di calcolo.

Definizione. Dato un sistema indiciato
accettabile {pe}tecw per funzioni parziali
ricorsive, una misura di complessita di-
namica é una famiglia indiciata {We}ecw
di funzioni parziali ricorsive tale che

(a) per ognie e x, We(x) | sse pe(x) |
(solo una quantita finita di risorse &
necessaria in una computazione che
converge);

(b) il predicato W¢(x) ~ z & ricorsivo, uni-
formemente ine, x € z
(la restrizione ad una quantita finita
di risorse z costringe la computazione
di we(x) a convergere o ad avere un
comportamento periodico).



LE MISURE DI COMPLESSITA
‘TEMPO’ e ‘SPAZIO’
DETERMINISTICHE

Definizione.

(a) Complessita temporale:
TDe(2) =45 numero di passi compi-
uti nella computazione di pe(x), dove

we(x) |;

(b) Complessita spaziale:
sDet(y) =q4ef Numero di celle lette nella
computazione di pe(x), se pe(x) |, non
definita altrimenti.

Osservazione. Esistono misure per il Tem-
po e lo Spazio non deterministici (in effetti,
esistono misure associabili ad ogni model-
lo di calcolo: OTM, RTM, AT M, circuiti
booleani...)



COMPLESSITA NON
DETERMINISTICA

Restringiamo I'attenzione al parametro tem-
pPO:

Definzione. Tempo non deterministico
Sia TNdet(a;) il numero di istruzioni ese-
guite nel k-esimo cammino computaziona-
le deterministico che termina in uno stato
di accettazione;

(a) se esiste almeno un cammino determi-
nistico dell’albero che termina in uno
stato di accettazione (oppure, se ogni
cammino termina in uno stato di accet-
tazione), allora TNt (¢) & il minimo tra
TNdet(x)

(b) se esiste almeno un cammino determi-
nistico dell’albero computazionale che
non termina, allora TNt (z) & non de-
finito.



CLASSI DI COMPLESSITA

(Hartmanis e Stearns [1965])

e Classi temporali deterministiche

C/ o TIMEF(t] e la classe delle funzioni
computabili in tempo t, ovvero la classe
delle funzioni ricorsive computabili me-
diante una qualche macchina di Turing
ad un nastro infinito in entrambe le dire-
zioni che non compie piu di t(x)-mosse
durante una computazione sull’input x.
TIME][t] é la restrizione di TIMEF[t] a
valori O-1, ovvero a insiemi.



CLASSI NON
DETERMINISTICHE

e Accettazione non deterministica di
insiemi
Un insieme A & accettabile in tempo
non deterministico t se esiste una mac-
china di Turing non deterministica ta-
le che, per ogni x, x € A sse esiste un
cammino dell’'albero delle computazio-
ni che termina in uno stato di accet-
tazione sull’'input x, che non richiede
pit di t(x)-passi. NTIME][t] é la clas-
se degli insiemi accettabili in tempo non
deterministico t.



LA CLASSE PF¥ DELLE FUNZIONI
COMPUTABILI IN TEMPO
POLINOMIALE

(von Neumann [1953], Cobham [1964],
Edmonds [1965])

Definizione.
PF e la classe delle funzioni computabili in
tempo polinomiale nella lunghezza dell’'in-

put, ovvero

PF = Upeco TIMEF[|z|"],

oppure

PF ={f: @f ~ 0eN(Fn) (Vooz)(Te(z) <
z[™)]}



LA TESI DI COBHAM-EDMONDS
(O TESI DI COOK-KARP)

(Edmonds [1965], Cobham [1964], Cook
[1971], Karp [1971])

Ogni funzione computabile trattabile (fea-
sible) € computabile in tempo polino-
miale (nella lunghezza dell’input)

E ragionevole contropporre la complessita
polinomiale a quella non polinomiale nella
caratterizzazione del concetto di trattabi-
lita?

Oppure la distinzione & piut 0 meno arbi-
traria?



ARGOMENTAZIONI A SOSTEGNO
DELLA TESI

(a) Glialgoritmi che lavorano in tempo espo-
nenziale sembrano insensibili all’aumen-
to della velocita di esecuzione (ovvero
al progresso tecnologico)

(b) Esiste una differenza intrinseca nel con-
cetto matematico di ‘crescita di una fun-
zione' quando si passa dai polinomi alla
funzione esponenziale

(c) Il Principio della Riduzione Polinomiale:
|'esistenza di una ‘invariante’ che lascia
inalterata una classe di complessita al
variare dello strumento tecnico (il mo-
dello di calcolo, ad esempio) utilizzato
per definirla.



ARGOMENTAZIONI CONTRO LA
TESI DI COBHAM-EDMONDS

(a) Consideriamo un algoritmo generico che
lavora su un computer capace di com-
piere un milione di operazioni al secon-
do. Tale algoritmo impieghera:

i. su un input di lunghezza 100:

e 0,01 secondi se lavora in tempo |z|?
o |z|'°910 7]

e 1 secondo se lavora in tempo |z|3
e 1,5 minuti se lavora in tempo |z|*

e 2,45 ore se lavora in tempo |z|° o

10V ||

e 12 giorni se lavora in tempo |z|°

e 3 anni se lavora in tempo |z|’



ii. su un input di lunghezza 1000:

e 1 secondo, se lavora in tempo |z|?

e 16,5 minuti se lavora in tempo |z|3
o |z[!°910 ||

e 12 giorni se lavora in tempo |z|*

e 33 anni se lavora in tempo |z|°

Dunqgue: le funzioni esponenziali soO-
Nno sicuramente pessime, ma funzio-
Nni non polinomiali che crescono len-
tamente sono sicuramente migliori,
anche nel caso di input grandi, ris-
petto a funzioni polinomiali (anche
con esponenti piuttosto piccoli).



(b) Qual e il significato di upper
bounds polinomiali?

Cosa significa per un algoritmo avere un
limite superiore polinomiale nel tempo
di esecuzione?

Definizione. Un algoritmo lavora in tem-
po polinomiale se esiste un bound poli-
nomiale |x|™ che limita la sua comples-
Sita temporale per quasi ogni input.

Questo significa allora che una quantita
finita di argomenti viene tralasciata co-
me insignificante.

La distinzione € ammissibile se |'atten-
zione e rivolta allo studio di situazioni
infinitarie (come nella teoria matemati-
ca delle funzioni) ma diventa inaccetta-
bile se cerchiamo di risolvere questioni
pratiche.



Infatti, se ammettiamo una quan-
tita finita di eccezioni, allora pos-
siamo classificare un algoritmo come
polinomiale (e quindi come trattabi-
le) in base al fatto che il suo com-
portamento € buono su input che
potrebbero non venir mai usati nella
pratica.



(c) Qual & il significato di lower bounds
non polinomiali?

Cosa significa per un algoritmo aver un
limite inferiore non polinomiale nel tem-
po di esecuzione?

Definzione. Un algoritmo non lavora in
tempo polinomiale se, per ogni n, e€sis-
te una quantita infinita di input x tale
che l'algoritmo impiega su x piu tempo
rispetto a |z|".

Questo significa allora che una quantita
infinita di input worst-case viene consi-
derata come significante.

Ancora una volta, la distinzione € ragio-
nevole se |I'attenzione é rivolta a com-
portamenti globali, ma diventa inaccet-
tabile se l'enfasi € posta su questioni
pratiche.



Infatti € possibile classificare un al-
goritmo come non polinomiale (e quin-
di come non trattabile) a partire dal
fatto che il suo comportamento e
pessimo su una quantita infinita di
input che non verranno mai conside-
rati nella pratica.

i. A causa della dimensione: (gli input

worst-case piu piccoli sono piu grandi
di tutti gli input significativi dal punto
di vista pratico);

. A causa della distribuzione: (gli in-
put worst-case si trovano in regioni
diverse rispetto agli input significativi
dal punto di vista pratico).



(d) IL PROBLEMA LINEAR
PROGRAMMING (LP)

(LP): data una matrice a di interi con
n righe e m colonne, un vettore b di n
interi, un vettore ¢ di m interi e un inte-
ro k, decidere se esiste un vettore x di
numeri razionali tale cheax < b ecx > k.

van Dantzig [1949] ha escogitato un al-
goritmo chiamato Simplex Method per
la soluzione di LP.

Klee e Minty [1972] e Zadeh [1973] han-
no dimostrato che Simplex Method € un
algoritmo computabile in tempo espo-
nenziale.

Khachian [1979] ha escogitato un algo-
ritmo chiamato Ellipsoid Method per
LP computabile in tempo polinomiale.



Fatto: benché Ellipsoid Method lavori
in realta in tempo quadratico, i coeffi-
centi del limite quadratico sono ampi, €
nella pratica l'algoritmo si comporta in
maniera peggiore di Simplex Method!

Inadeguatezza della classificazione dei due
algoritmi secondo i parametri standard
della Teoria della Complessita.



La problematicita del concetto di nume-
ro trattabile affonda le sue radici in ques-
tioni propriamente logico-filosofiche (prima
di toccare i problemi dell'Informatica Teo-
rica o della scienza dei calcolatori nel suo
complesso):

(a) situazioni paradossali come quelle espres-
se dall’antico Paradosso del Sorite o
dal Paradosso di Wang [1958], legate
all’utilizzo di espressioni ‘vaghe’ come
‘mucchio’ o ‘numero piccolo’.

(b) concezioni Ultra-Intuizioniste e Ultra-
Finitiste (o Finitiste Strette) in filoso-
fia della matematica, dove il significato
degli asserti matematici viene collegato
a costruzioni eseqguibili nella pratica, e
non solo in linea di principio.



(c) Critica all’impredicativita del Princi-
pio di Induzione

Intuitivamente:

Problema: Perché ammettiamo che la
funzione esponenziale rappresenti una ope-
razione significativa, anche nel caso di

espressioni senza possibili realizzazioni
55

. . 5
fisiche, come 5°° ?

Poiche si pud dimostrare che la funzione
esponenziale genera, solitamente, risul-
tati numericamente significanti a partire
da argomenti numericamente significan-
ti: la dimostrazione di questo avviene
per induzione.

Fatto: in questo caso l'utilizzo dell’'in-
duzione e dimostrabilmente circolare e
impredicativo (in particolare, N viene
assunto come una totalita gia data).
(Nelson [1986], Isles [1992], Leivant [1993;
2001].



MATEMATICA TRATTABILE

Fatto: e possibile trattare rigorosamente
e formalmente il concetto di numero trat-
tabile.

Esistono vari studi al riguardo:

Esenin-Volpin [1970]
Parikh [1971]

Simon [1977]

Nelson [1986]

Isles [1992]

Sazonov [1992]
Bellantoni-Hoffman [2000]
Leivant [2002]



CARATTERIZZAZIONI
ALTERNATIVE DELLA CLASSE PF

ALGEBRE DI FUNZIONI PER IL
TEMPO POLINOMIALE
Ferreira [1988; 1990]

Sia W |'algebra di parole generata a partire
dai costruttori ¢, O e 1 (di arieta 0,1 e 1,
rispettivamente), essenzialmente isomorfa

al linguaggio {0,1}* e adatta a descrivere
I'albero binario di Cantor 2<%,

Un po’ di terminologia...



Ammettiamo innanzitutto la concatena-
zione di due stringhe o,7 € 2<%, indicata
mediante o & 7 0, semplicemente, orT.

Il prodotto o ® T di due stringhe e definito
come

CRQT=0DoDodD..Do

|T|—volte

Ovviamente, per ogni o, 7 € 2<%,

o ® 7| = o] +|7|

lo® 7| = o] |7|



Definizione. La classe delle Funzioni li-
Mmitanti é /la piu piccola classe di funzioni
che include la funzione identita, le funzio-
ni proiezione, le funzioni ‘prodotto’ e con-
catenazione, e che é& chiusa rispetto alla
composizione all’attribuzione di valori alle
variabili.

Fatto: ad ogni polinomio P(Xq,...,X,) €
N[X71,...,Xr] possiamo attribuire una fun-
zione limite (non unica) r-aria t tale che
per ogni oq,...,0p € 2<%,

it(o1,....,0r)| = P(|lo1], ..., |or])
Esempio: la funzione limitante

t(o1,02,03) = (01 ®02®02)(03®11)
e associata al polinomio

P(X1,X5,X3) = X1X35+2X3



La funzione troncamento | e definita me-
diante

o= )7 seyCoely =]
7 ) o se |o| < |7

dove ‘v C%% g’ significa che v € una sotto-
parola iniziale di o, ovvero esiste un § tale
che vdd=o.

Scriviamo v C5%” 5 se ~ & una sottoparo-
la di o, ovvero se esiste una p con py C%% ¢.

Introduciamo adesso uno schema che ge-
nera tutte le funzioni computabili in tempo
polinomiale.



(a) Funzioni Iniziali:

o E(x) =10

o P'(x1,...,on) = x;, con 1 <i<n
e Co(z) =280

e Ci(x) =21

1 se x C%y
O altrimenti

Qz,y) = {



(b) Funzioni Derivate

i. f(x1,...,2n) = g(h1(xz1,...,2n), ...,
hip(x1,...,2n)),
ovvero f e definita a partire da g, hq, ..., hg
mediante composizione,

It f(xla ceey Iy ®) — 9(33]_; 7xn)

f(CB]_, ooy Iy yO) — hO(xla ey Iy Y,
f(x]_) ceey Iy y>)|t(a:1,_,,,;cn7y)

f(ZU]_, ceey Iy yl) — hl(xlv ey Iy Y,
f(wlo ey Lmyy y>)|t(x1,_”,xn7y)r

dove t € un termine limitante.
Diciamo allora che f e definita a par-
tire da g, hg, h1 mediante iterazione
limitata con bound ¢.



TEOREMA DI
CARATTERIZZAZIONE

Indichiamo con PFZER |3 classe delle fun-
zioni generate mediante gli schemi i. e ii.

Teorema.
(Ferreira [1988; 1990])

La classe di funzioni PFT¢R & esattamente
la classe PF delle funzioni computabili in
tempo polinomiale.



Dimostrazione. (intuitiva)

Chiaramente tutte le funzioni della classe
PFFER sono computabili in tempo poli-
nomiale: le funzioni iniziali lo sono, e la
computabilita in tempo polinomiale & chi-
usa rispetto alla composizione e alla itera-
zione limitata.

Viceversa, supponiamo che f : (2<¥)" —
2<% sia una funzione computabile in tem-
po polinomiale. Dobbiamo dimostrare al-
lora che f & una PF7¢R_funzione.
Definiamo, mediante iterazione limitata, una
PFFER_funzione RUN(-) tale che, per ogni
1 <j<keogn oec 2<% con |o] = j,
RUN (o) ‘codifica’ una configurazione del
nastro Cj di una macchina di Turing deter-
ministica poly-bounded... X



CHIUSURA DELLA CLASSE Pr/¢&R

Fatto: la classe PF7ER dei predicati deci-
dibili in tempo polinomiale € chiusa rispetto
alle operazioni booleane e alla quantifica-
zione su sottoparole, ovvero alla quantifi-
cazione del tipo

Jz(x C F(G) A -..)
Ve(x CV f(y) — ...),

dove f & una PF7ER_funzione.
Siano o, 7 € 2<¥; allora o < 7 sse |o| < |7].

Problema (fondamentale): la classe PFFER
e chiusa rispetto alla quantificazione limi-
tata, ovvero alla quantificazione del tipo

Jz(z < f(HA )
Ve(x < f(y) — ...) 7277

Questo problema é meglio noto come ques-
tione P #° NP.



POLINOMIALITA NON
DETERMINISTICA

Teorema. (Caratterizzazione)
(Ferreira [1988; 1990])

L.a classe NP dei predicati accettati in tem-
po polinomiale (non deterministico) medi-
ante una macchina di Turing non determi-
nistica coincide con la classe dei predicati
del tipo

Jz < f(§)Q(z,¥),

dove f é una funzione computabile in tem-
po polinomiale e Q & PF7¢R_decidibile (pre-
dicati di questo tipo sono detti anche ‘Zzlj—
predicati’).

Dunque le classi NP e =} coincidono.



IL TEMPO POLINOMIALE
DETERMINISTICO: LA CLASSE P

Definizione. P ¢é |a classe degli insiemi
computabili in tempo polinomiale determi-
nistico nella lunghezza dell'input, ovvero

P, = TIME][|x|"].

In altri termini, P coincide con |'unione in-
finita delle classi di complessita che hanno
come funzione limite un qualunque polino-
mio di grado finito.



IL PROBLEMA 2-SAT
(SODDISFACIBILITA DELLE
FORMULE DI HORN)

Una formula proposizionale si dice Horn se
€ una congiunzione di disgiunzioni di lette-
rali di cui al piu uno e positivo. Ovvero, sia
U= {uq,up,...,up} un insieme di n-variabili
booleane. Una formula booleana f é detta
in forma normale congiuntiva (CNF) se
f=c1 ANcoAN...N\cm; le m-Cclausole ¢; sono
del tipo ¢; = (lil V l’iz V..V lik)’ dove ogni
lz-j indica un letterale, ovvero una variabile
proposizionale o la negazione di una varia-
bile proposizionale.

Una formula proposizionale e soddisfacibi-
le se esiste una valutazione proposizionale
che la rende vera.



Una assegnazione di valori per U € una fun-
zione t : U — {T,F} che assegna ad ogni
variabile il valore T (true) o F' (false). Un
letterale | € T' se | = (u;) e t(u;) = T op-
pure se | = —u; e t(u;) = F.

Una clausola & soddisfatta da un’assegna-
zione se almeno un letterale incluso in essa
ein 1. La formula f € soddisfatta se ogni
m-clausola €& soddisfatta.



2-SAT

2-SAT : il problema 2-SAT consiste nel tro-
vare un algoritmo che decida, data una
formula booleana Horn f in forma norma-
le congiuntiva tale che ogni clausola con-
tiene esattamente due letterali, se esiste
un’assegnazione di valori che soddisfa f.

Teorema. (Cook [1971])
2 - SAT € P.

Se f é la formula Horn si pud dimostra-
re che esiste un algoritmo che termina (di-
chiarando la formula soddisfacibile o dichia-
randola insoddisfacibile) dopo un numero
di passi pari al massimo alla lunghezza di

f.



TEMPO POLINOMIALE NON
DETERMINISTICO. LA CLASSE NP

LLa classe NP e |la classe degli insiemi e dei
linguaggi computabili in tempo polinomiale
(non deterministico) mediante macchine di
Turing non deterministiche.

Definizione (Bennett [1962], Edmonds [1965],
Cook [1971])

LLa classe NP ¢e la classe degli insiemi ac-
cettati in tempo polinomiale non determi-
nistico nella lunghezza dell’input, ovvero

NP, = NTIME][|z|"], oppure
NP = U,,co NPy .



ESEMPI DI PROBLEMI IN NP

Il problema SAT: data una formula pro-
posizionale ¢, si tratta di decidere se ¢ é
soddisfacibile oppure no.

Nel caso di SAT, ad esempio, non Si CO-
noscono algoritmi per scoprire se una es-
pressione e soddisfacibile sostanzialmente
migliori di quelli che effettuano tutte le pro-
ve, la cui complessita e dell’ordine di O(2™).

Il problema Fattorizzazione...



IL PROBLEMA TSP
(Travelling Salesman Problem)

In una istanza di TSP abbiamo un intero
n > 0 e |la distanza tra ogni coppia di n-
citta nella forma di una matrice n x n[d; ;],
dove d; ; € ZT. Un viaggio & un cammino
finito che visita ogni citta esattamente una
volta. Il problema TSP consiste nel trova-
re un viaggio di minima lunghezza totale.
Possiamo scegliere: F={tutte le premuta-
zioni cicliche «© su n-oggetti}. Una per-
mutazione ciclica « rappresenta un viaggio
se interpretiamo w(j) come la citta visitata
dopo la j-esima citta, con 3y =1,...,n. La
funzione c rappresentera una iniezione da
T in

> &)
J=1



DETERMINISMO vs
NONDETERMINISMO

Fatto: dato che le macchine di Turing deter-
ministiche sono un caso particolare delle mac-
chine di Turing non deterministiche, dalle de-
finizioni introdotte segue immediatamente che
un problema in P € anche in NP.

Il problema di decidere se valga o meno I'impli-
cazione inversa costituisce uno dei piu import-

anti problemi ancora irrisolti.

PROBLEMA:

P#’NP



LA QUESTIONE P #° NP

La classe degli insiemi computabili in tempo
polinomiale mediante macchine di Turing de-
terministiche coincide con la classe degli insie-
mi accettabili in tempo polinomiale non deter-
ministico nella lunghezza dell'input?

Ovwvvero, qual e il rapporto tra le classi P e NP7

E possibile risolvere problemi combinatori fi-
niti senza utilizzare metodi che facciano leva
sulla mera forza bruta? In generale, € possibi-
le esibire un metodo algoritmico che permetta
di evitare, nella risoluzione di un problema (ap-
parentemente) intrattabile, il ricorso a ricerche
esaustive mediante |la sola forza bruta?

La questione P #7 NP coincide con I'esistenza
0 meno di un tale metodo.



LE NOZIONI DI p-RIDUCIBILITA E
NP-COMPLETEZZA

Definizione. Sia L£; un linguaggio su 2_;, con
i = 1,2. Allora L1 <p Lo (L1 & polinomi-
almente riducibile a £>, o p-riducibile) se
e soltanto se esiste una funzione computabi-
le in tempo polinomiale f : X7 — X% tale che
r € Ly~ f(x) € Lo, per ogni xz € ¥7.

Definizione. Un linguaggio L € NP-completo
se esoltanto se L & in NP e vale [/ <p L, per
ogni linguaggio £’ in NP.



Fatto: se & & un problema NP-completo, e
se avessimo un algoritmo efficiente per & , al-
lora avremmo un algoritmo efficiente per ogni
problema in NP.

Un algoritmo poly-time per un qualsiasi proble-
ma NP-completo porterebbe immediatamente
ad un algoritmo poly-time per tutti i problemi
in NP.

Problema: esistono problemi dimostrabilmen-
te NP-completi?



LA NP-COMPLETEZZA DI SAT

Teorema (Cook [1971])

SAT é NP-completo.

Dimostrazione. (intuitiva)
Occorre far vedere che

1. SAT e risolubile in tempo polinomiale me-
diante una TM non deterministica;

2. ogni problema combinatorio risolubile me-
diante una TM non determinisitica in tem-
po polinomiale puo essere ridotto in tem-
po polinomiale al problema di determinare
se una data formula proposizionale appar-
tiene a {TAUT}; ovvero, se A & un pro-
blema in NP, allora A & polinomialmente
trasformabile in SAT.



Data una stringa x, dobbiamo costruire una
formula F'(x) -utilizzando solo il fatto che A €
NP- tale che z & una stringa ‘si’ di A sse F'(x)
e soddisfacibile. Per fare cio si deve considera-
re un algoritmo verifica-certificati A per A il
quale, per l'ipotesi secondo cui A € NP, opera
entro un bound polinomiale p(n)

X

Fatto: se £ e in NP, allora per dimostrare che
L & NP-completo basta mostrare che SAT (o
TSP o FAT, 0...)<p L

Esistono centinaia di problemi NP-completi (Karp
[1972]...)

Osservazione: P=NP sse SAT (o un qual-
siasi altro problema NP-completo) & in P.



CRIPTOGRAFIA

Questioni di Teoria della Complessita hanno
importanti applicazioni nella criptografia mo-
derna:

e Sistemi di criptatura pubblici e privati

e Sicurezza delle transazioni finanziarie su In-
ternet

Teorema. Se P=NP, allora la criptografia é
impossibile.

Un algoritmo efficiente (polinomiale) per SAT
potrebbe violare un qualsiasi sistema criptogra-
fico.

Esempio. Il sistema DES (Data Encrypti-
on Standard) utilizzato per la sicurezza delle
password in UNIX:



DES: password w — forma criptata E

E & pubblica, e l'inversione € computazional-
mente intrattabile.

Fatto: ciascuna E puoO essere iniettata in una
CNF formula F'r con circa 25.000 clausole con
tre letterali: una qualsiasi attibuzione di verita
(soddisfacibile) per Fg porta ad una corrispon-
dente password w.

Un algoritmo dell’ordine di n? per SAT co-
dificherebbe DES in 10 secondi (alla velo-
cita di 10° operazioni al secondo).

Assunzione: FAT e in NP.



IL PROBLEMA FAT

Fattorizzazione € in NP, e non si € ancora ri-
usciti a dimostrare se € o meno NP-completo.

Agrawal, Kajal e Saxena [20017] hanno sco-
perto un algoritmo che riesce a stabilire, in
tempo O(nl?), se un numero di n-cifre binarie
e primo oppure no (esistevano solo algoritmi
probabilistici che vi riuscivano). La scoperta
tuttavia non modifica il problema della fattoriz-
zazione, che rimane in NP: infatti, dopo aver
scoperto che un numero non & primo, OCCOr-
re torvarne i fattori primi, € questo richiede
ancora una ricerca per tentativi.



CURIOSITA: FATTORIZZAZIONI
QUANTISTICHE

Teorema (Shor [1997])

Il problema della fattorizzazione in humeri pri-
mi puo essere risolto in tempo polinomiale su
un macchina di Turing quantistica.

Per fattorizzare un numero di n di [ bit, il
migliore algoritmo classico conosciuto € il Num-
ber Field Sieve (Lenstra [1993]), che impiega
un tempo di circa

O(exp(cll/310g2/31)).

L'algoritmo quantistico di fattorizzazione im-
piegherebbe invece, su un computer quantisti-
co, O(I?loglloglogl)-passi.



P=NP??
Come dimostrarlo?

‘Semplicemente’ esibendo un algoritmo efficien-
te per SAT (o per Fattorizzazione, o per TSP...)

Nessuno Ci € ancora ruscito.
Ad esempio, il migliore algoritmo determini-

stico per 3-SAT impiega un tempo dell’'ordine
di 1505", per n-variabili (=~ 2™).



P £ NP??

e Metodi ‘classici’:

1. diagonalizzazione

2. riduzione (ex., ad HP (Halting Problem))

Fatto: tali metodi sono per0O relativizzabili!

Baker, Gill e Solovay [1975]: non & possi-
bili relativizzare la questione P ;&? NP (di-
versamente, ad esempio, da quanto acca-
de nell'ambito della ricorsivita relativa, do-
ve per ogni oracolo A esiste un insieme ri-
corsivamente enumerabile in A che non ¢
ricorsivo in A).



In particolare, BGS [1975] hanno dimostra-
to che

1. esiste un oracolo PSPACE-completo e
ricorsivo A tale che PA = NP4:

2. esiste un oracolo PSPACE-completo e
ricorsivo B tale che P5 = NP5,

e Complessita dei Circuiti Booleani:

Qual e I'ampiezza di un circuito booleano
per SAT??

(ogni problema in P pud essere risolto me-
diante circuiti booleani di dimensione poli-
nomiale)

Risultato: nessun bound significativo. 1l
migliore limite superiore per SAT & espo-
nenziale, e BC(SAT )< 4™ (Razborov [1987]).



e Natural Proofs:

Il metodo standard per dimostrare limiti in-
feriori per cicuiti booleani (Razborov e Ru-
dich [1997]).

Risultato: nessun upper o lower bound sig-
lificativo.

e Algoritmi Random:

A) Esistono £ € EXPTIME e ¢ > 0 tali
che, per ogni famiglia di circuiti (By) che
computa L e per tutti gli n sufficientemen-
te grandi, B, ha almeno 2¢"-porte.
Impagliazzo e Wigderson [1997]:

1. se A, allora BPP=P

2. se —A, allora PE=NP



e Sistemi di Dimostrazione Proposiziona-
le...

e Metodi di risoluzione...
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